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Olimpiada Nationali de Matematica 2026
Etapa locala - Iasi, 30 ianuarie 2026
Clasa a IX-a
Barem de notare si evaluare

Se acorda 10 puncte din oficiu

Problema 1. (22 de puncte)

Aritati ¢4, pentru orice n e N si orice numere reale X, X,,..., X, , are loc inegalitatea

A

[xl]2 +[x2]2 +o +[xn]2 +3n>2(X, + X, +...+ X, ), unde [a] reprezinta partea intreagd a numarului

real a.

Gazeta Matematica 11/2025 (Supliment)
Solutie:
Vom folosi relatiile: X, =[X]+{X} si 0<{x} <1, oricarearfi X, e R siie{L,2,.n}................. 3p

Se obtine (1) ([%]=1)" +oet ([%]=2)" > 2({X) =) et 2({X} =L) covrrrrieieeeen, 9p

Relatia (1) este adevarata intrucat ([Xi ] —1)2 >0, iar {Xi } —1<0, pentru orice x, e Rsi i € {1, 2,..., n} ...4p

Problema 2. (23 de puncte)

Se considerd un triunghi ABC in care punctele D, Esi F sunt mijloacele laturilor BC, AC,

respectiv AB. Daca M este un punct oarecare in planul triunghiului, demonstrati ca paralela prin D
la dreapta MA, paralela prin E la dreapta MB si paralela prin F la dreapta MC sunt trei drepte

concurente.

Solutie :

Pentru un punct O arbitrar fixat in plan, vom identifica un punct P astfel incat DP || MA,EP || MB si
FPIIMC sau €Chivalent. . ........etitit it e 4p

DP [[MA < DP =X - MA & DG + OF = -(MO + OA) & O = —x-OM + x-OA+-0B +-0C
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EP||MB@@:—y-W+%-07\+y-(ﬁ+%-(f ............................................................ 3p
FP||MC@@:—Z-W+%-GA+%-@+Z-&,unde X, Y, ZER e, 3p

Alegand x:y:z:%, rezultd ca @z—%-W+%-@+%-@+%-&=—%-W+g-(ﬁ, astfel ca

existenta punctului de concurentd, P, este asi@urata.............coevuiuiiiiintiint et 10p
Observatie: Se deduce cd MG =2-GP , deci punctele M,G,P sunt coliniare si MG = 2GP .

Problema 3. (23 de puncte)

Sa se demonstreze inegalitatile:

a) leifjui)oricarearfi X,Y,2€(0,0).
y+z 4\y z
2a 2b 2c a b c

> +— +— 5—+—+—,oricarearfia,b,CG(o,oo).
a-+bc b“+ca c°+ab bc ca ab

Solutie:
a = sl£1+§]<:>x'(y—z)220 ................................................................................. 6p
y+z 4\ly z
b) Folosind punctul anterior, deducem ca: 22a sl(l+ij, zz—bsl(l+£j§i
a“+bc 2\a bc) b°+ca 2\b ca
2c 1/1 ¢
| S o et e 6p
c“+ab 2\c ab
Adunand relatiile anterioare rezulta : 22a + 22b + 22C £1(1+£+1J+1(i+£+£j (1)
a“+bc b°+ca c°+ab 2\a b c/ 2\bc ca ab
......................................................................................................................................... 4p
1+£+1si+£+£<:>ab+ac+bcs32+b2+c2<:>(a—b)2+(b—c)2+(c—a)220(2) ............... 4p
a b c bc ca ab
Din relatiile (1) $1 (2) T€ZUItA COIINTA. ... .uet ettt et e e e e e eaeaaanas 3p
Problema 4. (22 de puncte)

< . . 11 .
a) Daca X si ysunt numere naturale nenule astfel incat —+— =1, demonstratica X=Y.
Xy

I . 9 . 1
b) Determinati numerele naturale nenule a,b,Cstiindca a<b<csi =+=+==1,

a b c
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c) Fie nnumar natural, n>3. Demonstrati ca existd numerele naturale nenule a <a, <...<a,

1 1 1
astfel incat —+—+...+—=1.
8 @ a,
Solutie:
) X S Y S 2 ittt et e . 4p
. 5 . .11 .
b) a=1 nuconvine. Dacd a>3, rezultica b>4,c>5si —+—+=<—, nuconvine.
a b c 60
Pentru a=2, rezulti cA D=3, C=6 ... ...ocoiiiii i op
c) Pentru n=3, am gasit la punctul anterior tripletul a, =2,a, =3si a, =6.
. NP .1 1 .
Inductiv, admitand ca pentru n=Kk , avem a, <a, <...<a, si —+—+...+— =1, construim pentru
a2 ak
. : 1 . 1
n =Kk +1 numerele naturale x, < X, <...< X, ,, astfel : inmultim cu — egalitatea —+ —+...+ —=1
2 a:l. a2 a‘k
. . .1 s : 1 1 .
si, ulterior, adunam — egalitatii nou obtinute. Varezulta —+—+—+...+ — =1, deci
2 2a, 2a, 2a,
X, =2,X, =28,..., X ,; = 28, SUNT NUMETELE CAULALE. ....euvneeieitininiiieiie e 12p
Nota

Orice rezolvare corecta, diferita de barem, va primi punctajul corespunzator.
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